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Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [1℄, êîìïîçèöèé, èëè öå-

ïî÷åê, îòîáðàæåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ëèïøèöåâûìè îòîáðàæåíèÿìè äâóõñòó-

ïåí÷àòûõ ãðóïï Êàðíî. Êîìïîçèöèåé ϕ è ψ áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå

ψϕ, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ öåïî÷êó èç äâóõ

òî÷åê, ϕ(x) è ψϕ(x), êîíå÷íûé ýëåìåíò êîòîðîé � ãðóïïîâîå ïðîèçâåäåíèå

îáðàçîâ ýòîé òî÷êè. ×àñòíûì ñëó÷àåì êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ

îòîáðàæåíèå-ãðà�èê, ãäå ïåðâîå îòîáðàæåíèå â öåïî÷êå � òîæäåñòâåí-

íîå. Íàïîìíèì, ÷òî â çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà è åãî îáîáùåíèé

îòîáðàæåíèÿ-ãðà�èêè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü; ñì. îïèñàíèå ïðèëîæå-

íèé â [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8℄, à òàêæå, êîììåíòàðèè, ìîòèâàöèþ èññëåäîâàíèé è

êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû â [1℄, [9℄. Â ðàáîòàõ [10℄ è [11℄ èññëåäîâàíû êîì-

ïîçèöèè êëàññîâ ëèïøèöåâûõ â ñóáðèìàíîâîì ñìûñëå îòîáðàæåíèé, òîãäà

êàê ñàìà êîìïîçèöèÿ â îáùåì ñëó÷àå òàêîâîé íå ÿâëÿëàñü. Çäåñü æå ìû

ñ÷èòàåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ óæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì âíóòðåííåé ëèïøèöå-

âîñòè, à �îðìóëà ïëîùàäè óñòàíàâëèâàåòñÿ â òåðìèíàõ ñâîéñòâ, âûâåäåí-

íûõ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé. Äëÿ áàçîâîãî ñëó÷àÿ,

� ëèïøèöåâûõ ãðà�èêîâ, � �îðìóëà ïëîùàäè óñòàíîâëåíà â [12℄; â äàí-

íîé æå ñòàòüå îíà áóäåò âûâåäåíà äëÿ êîìïîçèöèé ñ ó÷åòîì ñïåöè�èêè,

õàðàêòåðíîé èìåííî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ó ïåðâîãî îòîáðàæåíèÿ â öåïî÷êå

íåò àíàëîãà ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî òàêèå ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü ïîëåçíû ïðè èññëåäîâàíèè êëàññîâ ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé (ñîîòâåò-

ñòâèé) íà ãðóïïàõ Êàðíî, åñëè äëÿ îáðàçà òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñóùåñòâóåò

ïîäõîäÿùàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ÷åðåç ãðóïïó Êàðíî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.
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130 Ïëîùàäü îáðàçîâ ëèïøèöåâûõ êîìïîçèöèé

� 1. Äâóõñòóïåí÷àòûå ãðóïïû Êàðíî è êîìïîçèöèè

îòîáðàæåíèé

Îïðåäåëåíèå 1.1 ([13℄). Äâóõñòóïåí÷àòàÿ ãðóïïà Êàðíî � ýòî ñâÿçíàÿ

îäíîñâÿçíàÿ ñòðàòè�èöèðîâàííàÿ ãðóïïà Ëè G, àëãåáðà Ëè V êîòîðîé

ïðåäñòàâèìà â âèäå V = V1 ⊕ V2, [V1, V1] = V2, [V1, V2] = {0}.
Åñëè áàçèñíîå ïîëå Xl ïðèíàäëåæèò Vk, òî åãî ñòåïåíü degXl ðàâíà k,

l = 1, . . . , N , k = 1, 2. Çäåñü è äàëåå N � òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü

ãðóïïû G.

Ïîëÿ, ñòåïåíü êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå, íàçûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè.

Îáîçíà÷åíèå 1.2. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì dim Vk ðàçìåðíîñòü Vk (â

êàæäîé òî÷êå), k = 1, 2.

�ðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé Áåéêåðà � Êýìïáåëëà �

Õàóñäîð�à. Åñëè x = exp
( N∑
j=1

xjXj

)
(0), y = exp

( N∑
j=1

yjXj

)
(0), òî

x · y = z = exp
( N∑

j=1

yjXj

)
(x) = exp

( N∑

j=1

zjXj

)
(0),

ãäå 


zj = xj + yj äëÿ degXj = 1

zj = xj + yj +
∑

µ,β: degXµ=degXβ=1

F
j
µ,βxµyβ äëÿ degXj = 2. (1)

Çíà÷åíèÿ {F j
µ,β}j,µ,β íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè è íå çàâè-

ñÿò îò òî÷åê.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî â èññëåäîâàíèÿõ íà íåãîëîíîìíûõ ñòðóêòóðàõ èñ-

ïîëüçóþò ìåòðèêó Êàðíî � Êàðàòåîäîðè (ñì., íàïðèìåð, [14℄). Îäíàêî,

íåäîñòàòîê òàêîé ìåòðèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòðóêòóðà ïîñòðîåííûõ ïî

íåé øàðîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíà òîëüêî â íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó-

÷àÿõ (ñì., íàïðèìåð, [15℄). Ïî ýòîé ïðè÷èíå â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ áóäåì

èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó, ëîêàëüíî áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíò-

íóþ ìåòðèêå Êàðíî � Êàðàòåîäîðè.

Îïðåäåëåíèå 1.3 (ñì., íàïðèìåð, [16℄). Ïóñòü w = exp
( N∑
i=1

wiXi

)
(v),

v, w ∈ G. Ïîëîæèì

d2(v, w) = max
{( ∑

j: degXj=1

w2
j

) 1

2

,
( ∑

j: degXj=2

w2
j

) 1

4

}
.
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Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî d2 ÿâëÿåòñÿ ñóáðèìàíîâûì îáîáùåíèåì åâ-

êëèäîâîé ìåòðèêè. Èç �îðìóë ãðóïïîâîé îïåðàöèè (1) ñëåäóåò

Ñâîéñòâî 1.4. Âåëè÷èíà d2(v, w) ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ êâàçèìåòðèêîé:

îíà íåîòðèöàòåëüíà (è ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = w ),
îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè, è äëÿ âñÿêîé êîìïàêòíîé îêðåñòíî-

ñòè D ⊂ G ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà CD <∞ òàêàÿ, ÷òî îáîáùåííîå íåðàâåí-

ñòâî òðåóãîëüíèêà

d2(v, w) ≤ CD
(
d2(v, u) + d2(u, w)

)

âåðíî äëÿ âñåõ v, u, w ∈ D.

Îáîçíà÷åíèå 1.5. Øàð â êâàçèìåòðèêå d2 ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â

òî÷êå u, ðàâíûé {w ∈ G : d2(u, w) < r}, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Box2(u, r).

Îïðåäåëåíèå 1.6. �àññìîòðèì òî÷êó u ∈ G è (v1, . . . , vN) ∈ R
N
.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå θu : R
N → G ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θu(v1, . . . , vN) = exp

( N∑

i=1

viXi

)
(u).

Èçâåñòíî, ÷òî θu � ãëàäêèé äè��åîìîð�èçì. Íàáîð {vi}Ni=1 íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè èëè êîîðäèíàòàìè ïåðâîãî ðîäà (îòíîñè-
òåëüíî u ∈ G) òî÷êè v = θu(v1, . . . , vN). Êîîðäèíàòû ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ

ïîëÿõ áóäåì íàçûâàòü ãîðèçîíòàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ 1.3 âûòåêàåò

Ñâîéñòâî 1.7. Îáðàç øàðà Box2(u, r) ïðè îòîáðàæåíèè θ
−1
u ñîâïàäàåò ñ

äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ (åâêëèäîâûõ) øàðîâ, äèàìåòðû êîòîðûõ

ðàâíû 2r è 2r2.

�àññìîòðèì òåïåðü åùå îäíó äâóõñòóïåí÷àòóþ ãðóïïó Êàðíî G̃ ñ àë-

ãåáðîé Ëè Ṽ =
2⊕

k=1

Ṽk è áàçèñíûìè ïîëÿìè X̃1, . . . , X̃Ñ . Êâàçèìåòðèêó,

ïîñòðîåííóþ íà G̃ òàê æå, êàê îïèñàíî â îïðåäåëåíèè 1.3, îáîçíà÷èì ñèì-

âîëîì d̃2.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü G̃, G � ãðóïïû Êàðíî, E ⊂ G̃, è ϕ : E → G.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ëèïøèöåâî âî âíóòðåííåì ñìûñëå,

èëè ëèïøèöåâî â ñóáðèìàíîâîì ñìûñëå, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 0 <
L <∞ òàêàÿ, ÷òî

d2(ϕ(x), ϕ(y)) ≤ Ld̃2(x, y).

Íàïîìíèì îñíîâíûå óñëîâèÿ çàäà÷è (ñì. òàêæå [1℄).
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Ïðåäïîëîæåíèå 1.9. Ïóñòü G̃ è Ĝ � äâóõñòóïåí÷àòûå ãðóïïû Êàð-

íî ñ áàçèñíûìè ïîëÿìè {X̃j}Ñj=1 è {X̂k}N̂k=1 ñîîòâåòñòâåííî è ïîñòðîåííû-

ìè, êàê â îïðåäåëåíèè 1.3, êâàçèìåòðèêàìè d̃2 è d̂2 ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè äâóõñòóïåí÷àòîé ãðóï-

ïû Êàðíî G òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè N = Ñ + N̂ ñî ñòðóêòóðíûìè

êîíñòàíòàìè {F i
µ,β}i,µ,β è êâàçèìåòðèêîé d2. Ïóñòü åùå áàçèñíûå âåêòîð-

íûå ïîëÿ {Xi}Ni=1 íà G òàêîâû, ÷òî, âî-ïåðâûõ, dimVk = dim Ṽk + dim V̂k,

k = 1, 2, è, âî-âòîðûõ,

X1|G̃ = X̃1, . . . , Xdim Ṽ1
|
G̃
= X̃dim Ṽ1

,

XdimV1+1|G̃ = X̃dim Ṽ1+1, . . . , XdimV1+dim Ṽ2
|
G̃
= X̃Ñ (2)

è

Xdim Ṽ1+1|Ĝ = X̂1, . . . , XdimV1 |Ĝ = X̂dim V̂1
,

XdimV1+dim Ṽ2+1|Ĝ = X̂dim V̂1+1, . . . , XN |Ĝ = X̂N̂ . (3)

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî G̃ è Ĝ ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíèöå 0 ãðóïïû G. Áó-

äåì òî÷êó ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷èòàòü â êàæäîé ãðóïïå çà åäèíèöó (ýòî âñå-

ãäà ìîæíî ñäåëàòü ïîñðåäñòâîì ñäâèãîâ). Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê {Xi}Ni=1 �

áàçèñ, òî â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2) è (3) ýëåìåíò 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé

òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ G̃ è Ĝ. Äåéñòâèòåëüíî, íàëè÷èå äðóãîé òî÷êè èõ ïå-

ðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èëî áû ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàáîðà {Xi}Ni=1.

Ïóñòü åùå G � íåêîòîðàÿ äâóõñòóïåí÷àòàÿ ãðóïïà Êàðíî ñ áàçèñíûìè

ïîëÿìè X1, . . . ,XN òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòèN , àëãåáðîé Ëè ïîëåé V =
V1 ⊕ V2 è ðàññòîÿíèåì ρ2, çàäàííûì, êàê â îïðåäåëåíèè 1.3.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïóñòü ϕ : G → G̃, ãäå ϕ(x) = exp
( Ñ∑
i=1

ϕi(x)X̃i

)
(0̃), à

0̃ � åäèíèöà ãðóïïû G̃. Íàáîð {ϕi(x)}Ñi=1 áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòíûìè

�óíêöèÿìè îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëÿõ áóäåì íàçûâàòü ãî-

ðèçîíòàëüíûìè êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé äâóõñòóïåí÷àòûõ

ãðóïï Êàðíî.

Îïðåäåëåíèå 1.11. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ϕ : G → G̃ è ψ : G → Ĝ.

Ïóñòü

ϕ(x) = exp
( Ñ∑

i=1

ϕi(x)X̃i

)
(0̃)
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è

ψ(x) = exp
( N̂∑

j=1

ψj(x)X̂i

)
(0̂),

ãäå 0̃ è 0̂ � åäèíèöû ãðóïï G̃ è Ĝ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êîìïîçèöèÿ ψϕ
îòîáðàæåíèé ϕ è ψ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψϕ(x) = exp
( dimV1∑

k=dim Ṽ1+1

ψ
k−dim Ṽ1

(x)Xk +
N∑

k=dimV1+dim Ṽ2+1

ψ
k−Ñ

(x)Xk

)
(ϕ(x)),

ãäå

ϕ(x) = exp
(dim Ṽ1∑

i=1

ϕi(x)Xi +

dimV1+dim Ṽ2∑

i=dimV1+1

ϕi−dim V̂1
Xi

)
(0)

ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê ýëåìåíò ãðóïïû G̃ ⊂ G.

Çàìå÷àíèå 1.12. Åñëè ϕ : G → G̃ è ψ : G → Ĝ, òî â ñèëó íåêîììóòà-

òèâíîñòè ïîëåé íà G, â îáùåì ñëó÷àå ψϕ 6= ϕψ.

Ââåäåì

Îáîçíà÷åíèå 1.13. Ïóñòü {ϕkx(y)}
Ñ
k=1 � òàêèå êîîðäèíàòû, ÷òî

ϕ(y) = exp
( Ñ∑

k=1

ϕkx(y)X̃k

)
(ϕ(x)),

à {ψkx(y)}
N̂
k=1 � òàêèå êîîðäèíàòû, ÷òî

ψ(y) = exp
( N̂∑

k=1

ψkx(y)X̂k

)
(ψ(x)).

Êîîðäèíàòû ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëÿõ áóäåì òàêæå íàçûâàòü

ãîðèçîíòàëüíûìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû ïëîùàäè íàì ïîòðåáóþòñÿ óòî÷íåííûå

ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé ϕ è ψ, ïðè êîòîðûõ êîìïîçèöèÿ ψϕ (ëîêàëüíî) ëèï-

øèöåâà è íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìà. �àññìîòðèì x ∈ G è ïðîèç-

âîëüíóþ òî÷êó y èç îêðåñòíîñòè x. Òîãäà

ψϕ(y) =
( N∑

l=1

ξl(x, y)Xl

)
(ψϕ(x)),

ãäå çàâèñÿùèå îò x è y �óíêöèè {ξl(x, y)}Nl=1 îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè

ÿâíûìè âûðàæåíèÿìè.

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 3, C. 128-148

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 3, P. 128-148



134 Ïëîùàäü îáðàçîâ ëèïøèöåâûõ êîìïîçèöèé

Ñâîéñòâî 1.14. Âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

1. Åñëè l = 1, . . . , dim Ṽ1, òî ξl(x, y) = ϕlx(y).

2. Åñëè l = dim Ṽ1 + 1, . . . , dimV1, òî ξl(x, y) = ψl−dim Ṽ1
x (y).

3. Åñëè l = dimV1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2, òî

ξl(x, y) = ϕl−dim V̂1
x (y)−

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψ

µ−dim Ṽ1
x (y)

− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψµ−dim Ṽ1

(x). (4)

4. Åñëè l = dimV1 + dim Ṽ2 + 1, . . . , N , òî

ξl(x, y) = ψl−Ñx (y)−
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψ

µ−dim Ṽ1
x (y)

− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(y)ψµ−dim Ṽ1

(x).

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè êîì-

ïîçèöèè íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû. Êðîìå òîãî, òàê êàê ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà êîìïîçèöèÿ ψϕ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà â ñóáðèìà-

íîâîì ñìûñëå, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ [1, Òåîðåìà 2.5℄

î äè��åðåíöèàëüíûõ è ñóáðèìàíîâî äè��åðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâàõ êîîð-

äèíàò {ϕkx(y)}
Ñ
k=1 è {ψkx(y)}

N̂
k=1 è î ñâîéñòâàõ âåëè÷èí o(1) èç îïðåäåëåíèé

(ñóáðèìàíîâîé) äè��åðåíöèðóåìîñòè. Íàïîìíèì ñîîòâåòñòâóþùåå îïðå-

äåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.15 ([14℄, ñì. òàêæå [17℄). Ôóíêöèÿ f : G → R ÿâëÿåòñÿ

hc-äè��åðåíöèðóåìîé, èëè ñóáðèìàíîâî äè��åðåíöèðóåìîé, â òî÷êå x ∈ G,
åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

∇Hf(x) : y = exp
( N∑

k=1

ykXk

)
(x) 7→ f(x) +

dimV1∑

i=1

ai(x)yi = f(x) +∇Hf(x)〈y〉

òàêîå, ÷òî |f(y)− f(x)−∇Hf(x)〈y〉| = o(ρ2(x, y)), ãäå o(1) → 0 ïðè y → x.
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Îòîáðàæåíèå ∇Hf(x) íàçûâàåòñÿ hc-äè��åðåíöèàëîì, èëè ñóáðèìàíî-

âûì äè��åðåíöèàëîì, èëè ãîðèçîíòàëüíûì ãðàäèåíòîì �óíêöèè f â òî÷-

êå x.

� 2. Äè��åðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ

êîìïîçèöèè è �îðìóëà ïëîùàäè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì äè��åðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà îòîáðà-

æåíèé ϕ è ψ, ÿâëÿþùèåñÿ áîëåå òîíêèìè ñðàâíèòåëüíî ñ óñòàíîâëåííûìè

â [1℄. Ïðåæäå âñåãî, äëÿ �èêñèðîâàííîãî x ∈ G ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå

òî÷êè.

Îáîçíà÷åíèå 2.1. Ïóñòü x ∈ G. Ïîëîæèì yH = exp
(dimV1∑

k=1

ykXk

)
(x) è

yT = exp
( N∑
k=dimV1+1

ykXk

)
(x).

Ñâîéñòâî 2.2. Â ñèëó (1) äëÿ y = exp
( N∑
i=1

yiXi

)
(x) âåðíî

y = exp
( N∑

k=dimV1+1

ykXk

)
(yH). (5)

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, òåîðåìû 2.3 î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ è 2.6

î ñóáðèìàíîâîé äè��åðåíöèðóåìîñòè êëàññîâ îòîáðàæåíèé, ïîòðåáóþòñÿ

äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé è âûâîäà ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ñ�îðìóëè-

ðóåì ñíà÷àëà òåîðåìó î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ, óñèëåíèå êîòîðîé áóäåò

óñòàíîâëåíî â õîäå èññëåäîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè êîìïîçèöèÿ ψϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé

îòíîñèòåëüíî ρ2 è d2, ãäå ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ϕ è ψ

íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû, òî ϕ è ψ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè â êàæäîé òî÷êå x ∈ G.

1. Äëÿ p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yH 7→ ϕpx(yH) äè��åðåíöè-
ðóåìî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, ïðè ýòîì, äè��åðåíöèàë

ðàâåí

2
∑

τ : deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1

τ+dim Ṽ1,β
∇Hϕβ(x)〈yH〉ψτ (x), (6)

è îí íåïðåðûâåí ïî x ∈ G.
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2. Äëÿ p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ îòîáðàæåíèå yT 7→ ϕpx(yT ) ÿâëÿåòñÿ hc-

äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, è åãî hc-äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ.

3. Äëÿ q = dim V̂1 + 1, . . . , N̂ îòîáðàæåíèå yH 7→ ψqx(yH) äè��åðåíöè-
ðóåìî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, ïðè ýòîì, äè��åðåíöèàë

ðàâåí

2
∑

µ: deg X̂τ=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ

τ+dim Ṽ1,β
∇Hϕβ(x)〈yH〉ψτ (x), (7)

è îí íåïðåðûâåí ïî x ∈ G.

4. Äëÿ q = dim V̂1 + 1, . . . , N̂ îòîáðàæåíèå yT 7→ ψqx(yT ) ÿâëÿåòñÿ hc-

äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, è åãî hc-äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ.

Çàìå÷àíèå 2.4. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.3 ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà êîìïîçèöèÿ ψϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé îòíîñèòåëüíî ρ2 è

d2, à íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ãîðèçîíòàëü-

íûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ñ íîìåðàìè 1, . . . , dim Ṽ1 (ñîîòâåòñòâóþùèå
îòîáðàæåíèþ ϕ).

Îïðåäåëåíèå 2.5 ([14℄; ñì. òàêæå [17℄). Ïóñòü G è G � ãðóïïû Êàðíî,

Ω ⊂ G è ξ : Ω → G. Îòîáðàæåíèå ξ ÿâëÿåòñÿ hc-äè��åðåíöèðóåìûì, èëè

äè��åðåíöèðóåìûì â ñóáðèìàíîâîì ñìûñëå, â (ïðåäåëüíîé) òî÷êå x ∈ Ω,
åñëè ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì Lx : G → G òàêîé, ÷òî

d2(ξ(y),Lx〈y〉) = o(1) · ρ2(x, y), ãäå o(1) → 0 ïðè Ω ∋ y → x.

hc-Äè��åðåíöèàë (èëè ñóáðèìàíîâ äè��åðåíöèàë) Lx îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-

âîëîì D̂ξ(x).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â P. Pansu [14℄ äëÿ îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ, è Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâûì (ñì. òàêæå, íàïðèìåð, [17℄) äëÿ èçìåðèìûõ

ìíîæåñòâ. Ñ�îðìóëèðóåì åå äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü G è G � äâóõñòóïåí÷àòûå ãðóïïû Êàðíî, D ⊂
G � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, è ξ : D → G � ëèïøèöåâî âî âíóòðåííåì

ñìûñëå îòîáðàæåíèå. Òîãäà îíî hc-äè��åðåíöèðóåìî ïî÷òè âñþäó. Êðîìå

òîãî, ìàòðèöà D̂ξ â áàçèñàõ {Xi}i=1N è {Xj}Nj=1 ñîñòîèò èç ¾äèàãîíàëüíûõ¿

(dimVk × dimVk)-áëîêîâ, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëåâûå, k = 1, 2.

Îáîçíà÷åíèå 2.7. Çäåñü è äàëåå ïîä ¾äèàãîíàëüíûìè¿ áëîêàìè ïî-

íèìàþòñÿ áëîêè, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ, íîìåð ñòðîêè êîòîðûõ ñîîò-

âåòñòâóåò ïîëÿì èç Vk, à íîìåð ñòîëáöà � ïîëÿì èç Vk, k = 1, 2. Òàêèì
îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ýòèõ áëîêîâ ðàâíà dimVk × dimVk.
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Îáîçíà÷åíèå 2.8. Ïóñòü ξ : G → G � ëèïøèöåâî âî âíóòðåííåì ñìûñ-

ëå îòîáðàæåíèå, à x ∈ G � òî÷êà hc-äè��åðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ ξ.

Äëÿ îáðàçà òî÷êè y èç îêðåñòíîñòè x ïîëîæèì

D̂ξ(x)〈y〉 = exp
( N∑

l=1

(
D̂ξ(x)〈y〉

)
l
Xl

)
(ξ(x)).

Äëÿ �îðìóëèðîâêè êëþ÷åâîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè

Îáîçíà÷åíèå 2.9. Åñëè �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé â

êëàññè÷åñêîì ñìûñëå â òî÷êå x, òî ïîëîæèì

σf (x, y) = f(y)− f(x)−∇f(x)〈y〉. (8)

Åñëè æå �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ hc-äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå x, òî ïî-

ëîæèì

σ̂f (x, y) = f(y)− f(x)−∇Hf(x)〈y〉. (9)

Ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì êëþ÷åâîé ðåçóëüòàò ñòàòüè, êîòîðûé ÿâëÿ-

åòñÿ óñèëåíèåì òåîðåìû 2.3, è êàñàåòñÿ êëàññè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ

ñâîéñòâ ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 1.9, êîìïî-

çèöèÿ ψϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé îòíîñèòåëüíî ρ2 è d2, à ãîðèçîí-

òàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ϕ è ψ íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû.

Ïóñòü åùå x ∈ G � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæå-

íèé ϕ è ψ, â êîòîðîé ψϕ ÿâëÿåòñÿ hc-äè��åðåíöèðóåìûì îòîáðàæåíèåì.

Òîãäà �óíêöèè {ϕpx(y)}
Ñ

p=Ṽ1+1
è {ψqx(y)}

N̂

q=V̂1+1
îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè.

1. Äëÿ p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ êàæäàÿ �óíêöèÿ

yH 7→ σϕp
x
(x, yH)− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1
µ,β σ̂

ϕ
β
x
(x, yH)ψµ−dim Ṽ1

(x)

äâàæäû äè��åðåíöèðóåìà ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåìåííûì , ãäå ïåð-

âûé äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ, à âòîðîé ðàâåí

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1
µ,β ∇Hϕβ(x)〈yH〉 · ∇Hψµ−dim Ṽ1

(x)〈yH〉.
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2. Äëÿ q = dim V̂1 + 1, . . . , N̂ êàæäàÿ �óíêöèÿ

yH 7→ σψq
x
(x, yH)− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ
µ,β σ̂

ϕ
β
x
(x, yH)ψµ−dim Ṽ1

(x)

äâàæäû äè��åðåíöèðóåìà ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåìåííûì , ãäå ïåð-

âûé äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ, à âòîðîé ðàâåí

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ
µ,β ∇Hϕβ(x)〈yH〉 · ∇Hψµ−dim Ṽ1

(x)〈yH〉.

3. Åñëè p = dim Ṽ1 + 1, . . . , Ñ , òî �óíêöèÿ

yT 7→ ϕpx(yT )− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1
µ,β ϕβx(yT )ψµ−dim Ṽ1

(x)

äè��åðåíöèðóåìà â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ïî ydimV1+1, . . . , yN . Êðîìå

òîãî, çíà÷åíèå åå äè��åðåíöèàëà â òî÷êå x íà ýëåìåíòå yT ðàâíî(
D̂ψϕ(x)〈y〉

)
p+dim V̂1

=
(
D̂ψϕ(x)〈yT 〉

)
p+dim V̂1

.

4. Åñëè æå q = dim V̂1 + 1, . . . , N̂ , òî �óíêöèÿ

yT 7→ ψqx(yT )− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ
µ,β ϕβx(yT )ψµ−dim Ṽ1

(x)

äè��åðåíöèðóåìà â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ïî ydimV1+1, . . . , yN . Êðîìå

òîãî, çíà÷åíèå åå äè��åðåíöèàëà â òî÷êå x íà ýëåìåíòå yT ðàâíî(
D̂ψϕ(x)〈y〉

)
q+Ñ

=
(
D̂ψϕ(x)〈yT 〉

)
q+Ñ

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ G, ãäå y = exp
( N∑
i=1

yiXi

)
(x). Òîãäà ψϕ(y) =

( N∑
l=1

ξl(x, y)Xl

)
(ψϕ(x)), ãäå êîîðäèíàòû {ξl(x, y)}Nl=1 â ÿâíîì âèäå ïðèâåäå-

íû â ñâîéñòâå 1.14.

Ïóñòü l = dimV1 + 1, . . . , dimV1 + dim Ṽ2. Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

êîîðäèíàò ξl(x, y) âåðíî (4). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1) è (5), ïðåîáðàçóåì
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ϕl−dim V̂1
x (y) â òåðìèíàõ ϕl−dim V̂1

x (yH) è ϕ
l−dim V̂1
yH

(y) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕl−dim V̂1
x (y) = ϕl−dim V̂1

x (yH) + ϕl−dim V̂1
yH

(y)

+
∑

λ,α:

λ,α∈[1,dim Ṽ1]

F l
λ,αϕ

λ
x(yH)ϕ

α
yH
(y).

Èç (4) ñëåäóåò

ξl(x, y) = ϕl−dim V̂1
x (yH) + ϕl−dim V̂1

yH
(y) +

∑

λ,α:

λ,α∈[1,dim Ṽ1]

F l
λ,αϕ

λ
x(yH)ϕ

α
yH
(y)

−
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β

(
ϕβx(yH) + ϕβyH (y)

)(
ψµ−dim Ṽ1
x (yH) + ψµ−dim Ṽ1

yH
(y)

)

− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β

(
ϕβx(yH) + ϕβyH (y)

)
ψ
µ−dim Ṽ1

(x). (10)

Åñëè â òî÷êå x ñóùåñòâóåò ñóáðèìàíîâ äè��åðåíöèàë D̂ψϕ(x), òî èç îïðå-
äåëåíèÿ 2.5 è èç (1) âûòåêàåò, ÷òî

∣∣ξl(x, y)−
(
D̂ψϕ(x)〈y〉

)
l

∣∣ = o(d2(x, y)
2)

(ñì. îáîçíà÷åíèå 2.8). Äëÿ y = yH âåðíî

(
D̂ψϕ(x)〈y〉

)
l
= 0 äëÿ êàæäîãî

l > dim V1 â ñèëó òåîðåìû 2.6; êðîìå òîãî, d2(x, yH)
2 =

dimV1∑
i=1

(yi)
2
, ïîýòîìó

∣∣∣ϕl−dim V̂1
x (yH)− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β

(
ϕβx(yH)

)
ψµ−dim Ṽ1

(x)

−
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β

(
ϕβx(yH)

)(
ψµ−dim Ṽ1
x (yH)

)∣∣∣ = o
(dimV1∑

i=1

(yi)
2
)
. (11)

Òàê êàê ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè îòîáðàæåíèé ϕ è ψ ïî
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óñëîâèþ hc-äè��åðåíöèðóåìû, âåðíî

∣∣∣ϕl−dim V̂1
x (yH)− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β

(
ϕβx(yH)

)
ψ
µ−dim Ṽ1

(x)

−
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β∇Hϕβ(x)〈yH〉 · ∇Hψµ−dim Ṽ1

(x)〈yH〉
∣∣∣ = o

(dimV1∑

i=1

(yi)
2
)

(12)

(ñì. îïðåäåëåíèå 1.15). Äàëåå, òàê êàê êîìïîçèöèÿ ψϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî

ëèïøèöåâîé îòíîñèòåëüíî ρ2 è d2, à ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòíûå �óíê-

öèè ϕ è ψ íåïðåðûâíî hc-äè��åðåíöèðóåìû, òî, âî-ïåðâûõ, ϕl−dim V̂1
x (yH)

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìî ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåìåííûì (ñì. òåî-

ðåìó 2.3), è, âî-âòîðûõ, âåðõíþþ ñòðîêó ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü, êàê

ϕl−dim V̂1
x (yH)− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β

(
ϕβx(yH)

)
ψµ−dim Ṽ1

(x)

= ∇ϕl−dim V̂1
(x)〈yH〉 − 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β∇Hϕβ(x)〈yH〉ψµ−dim Ṽ1

(x)

+ σ
ϕ
l−dim V̂1
x

(x, yH)− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βσ̂ϕβ

x
(x, yH)ψµ−dim Ṽ1

(x)

= σ
ϕ
l−dim V̂1
x

(x, yH)− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βσ̂ϕβ

x
(x, yH)ψµ−dim Ṽ1

(x)

â ñèëó (6) (ñì. (8) è (9)). Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíó

L
(
ρ2(x, yH)

)2
, òàê êàê êîìïîçèöèÿ ψϕ ïî óñëîâèþ ëèïøèöåâà; ñì. òåîðå-

ìó 2.3. Èç (12) âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ

yH 7→ σ
ϕ
l−dim V̂1
x

(x, yH)− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β σ̂ϕβ

x
(x, yH)ψµ−dim Ṽ1

(x)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äè��åðåíöèðóåìîé ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåìåí-
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íûì, ãäå ïåðâûé äè��åðåíöèàë ðàâåí íóëþ, à âòîðîé ðàâåí

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,β∇Hϕβ(x)〈yH〉 · ∇Hψµ−dim Ṽ1

(x)〈yH〉.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äëÿ {ϕpx(y)}
Ñ

p=Ṽ1+1
, ãäå p = l − dim V̂1, äîêàçàíî.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ {ψqx(y)}
N̂

q=V̂1+1
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî òàêîé

æå ñõåìå.

Äàëåå, òàê êàê äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ �óíêöèé è êîîðäèíàò èç (10) âåðíî

max
{
|ϕαyH(y)|, |ϕ

β
yH
(y)|, |ψµ−dim Ṽ1

yH
(y)|

}
= o(ρ2(x, y)),

òî ñ ó÷åòîì (11) èìååì

ξl(x, y) = ϕl−dim V̂1
yH

(y)−2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
yH
(y)ψ

µ−dim Ṽ1
(x)+o(ρ2(x, y)

2)

=
(
D̂ψϕ(x)〈y〉

)
l
+ o(ρ2(x, y)

2),

èëè,

ϕl−dim V̂1
yH

(y)− 2
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
yH
(y)ψ

µ−dim Ṽ1
(x) + o(ρ2(x, y)

2)

=
(
D̂ψϕ(x)〈y〉

)
l
.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò ýëåìåíòà yH (ñì. òåîðå-

ìó 2.6), ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå ýòè êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ. Òîãäà

ïîëó÷èì yH = x, y = yT , è ïîýòîìó

ϕl−dim V̂1
x (yT )− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(yT )ψµ−dim Ṽ1

(x)

=
(
D̂ψϕ(x)〈yT 〉

)
l
+ o(ρ2(x, yT )

2).

Òàê êàê ρ2(x, yT )
2 =

√
N∑

λ=dimV1+1

(yλ)2, òî ÷òî �óíêöèÿ

yT 7→ ϕl−dim V̂1
x (yT )− 2

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F l
µ,βϕ

β
x(yT )ψµ−dim Ṽ1

(x)
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142 Ïëîùàäü îáðàçîâ ëèïøèöåâûõ êîìïîçèöèé

äè��åðåíöèðóåìà â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ïî ydimV1+1, . . . , yN â òî÷êàõ x

ñóáðèìàíîâîé äè��åðåíöèðóåìîñòè êîìïîçèöèè ψϕ äëÿ âñåõ l = dimV1 +

1, . . . , dimV1+dim Ṽ2. Êðîìå òîãî, çíà÷åíèå åå äè��åðåíöèàëà â òî÷êå x íà

ýëåìåíòå yT ðàâíî
(
D̂ψϕ(x)〈y〉

)
l
=

(
D̂ψϕ(x)〈yT 〉

)
l
, l = dimV1+1, . . . , dimV1+

dim Ṽ2.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ {ψqx(y)}
N̂

q=V̂1+1
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî òàêîé

æå ñõåìå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.11. Åñëè ϕ � ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì, òî â óòâåð-

æäåíèÿõ 2 è 4 òåîðåìû 2.10 âåðíî

∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ
µ,β σ̂

ϕ
β
x
(x, yH)ψµ−dim Ṽ1

(x)

=
∑

µ: deg X̂
µ−dim Ṽ1

=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ
µ,β ϕβx(yT )ψµ−dim Ṽ1

(x) = 0,

è ïîýòîìó �óíêöèÿ yH 7→ ψqx(yH) áóäåò äè��åðåíöèðóåìà äâàæäû ïî ãî-

ðèçîíòàëüíûì ïåðåìåííûì, à �óíêöèÿ yT 7→ ψqx(yT ) áóäåò äè��åðåíöè-

ðóåìà â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ïî ydimV1+1, . . . , yN , q = dim V̂1 + 1, . . . , N̂ .

Îáîçíà÷åíèå 2.12. Ïîëîæèì

ϕHx (yH) = exp
(dim Ṽ1∑

p=1

ϕpx(yH)X̃p

)
(ϕ(x)),

ϕTx (yT ) = exp
( Ñ∑

p=dim Ṽ1+1

ϕpx(yT )X̃p

)
(ϕ(x))

è

ϕ̃Tx (yT ) = exp
( Ñ∑

p=dim Ṽ1+1

(
ϕpx(uT )−2

∑

µ: deg X̂µ=1

β: deg X̃β=1

F
p+dim V̂1

µ+dim Ṽ1,β
ϕβx(yT )ψµ(x)

)
X̃p

)
(ϕ(x)).

Ïîëîæèì òàêæå

ψHx (yH) = exp
(dim V̂1∑

q=1

ψqx(yH)X̃q

)
(ψ(x)),
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ψTx (yT ) = exp
( N̂∑

q=dim V̂1+1

ψqx(yT )X̃q

)
(ψ(x))

è

ψ̂Tx (yT ) = exp
( N̂∑

q=dim V̂1+1

(
ψqx(uT )−2

∑

µ: deg X̂µ=1

β: deg X̃β=1

F
q+Ñ

µ+dim Ṽ1,β
ϕβx(yT )ψµ(x)

)
X̃q

)
(ψ(x)).

Òåîðåìà 2.13. Ñóáðèìàíîâ äè��åðåíöèàë ëèïøèöåâîé êîìïîçèöèè

ψϕ â òî÷êàõ, ãäå îí ñóùåñòâóåò, èìååò âèä




DϕHx (x) 0
DψHx (x) 0

0 Dϕ̃Tx (x)

0 Dψ̂Tx (x)


 . (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î ñòðóêòóðå ïåðâîãî ¾äèàãîíàëüíîãî¿

áëîêà (
DϕHx (x)
DψHx (x)

)

ìàòðèöû (13) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî [12, Òåîðåìà 12℄ ñ î÷åâèäíûìè èç-

ìåíåíèÿìè. Óòâåðæäåíèå î ñòðóêòóðå âòîðîãî ¾äèàãîíàëüíîãî¿ áëîêà

(
Dϕ̃Tx (x)

Dψ̂Tx (x)

)

ìàòðèöû (13) òàêæå ñëåäóåò ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà [12, Òåîðåìà 12℄ ñ î÷å-

âèäíûìè èçìåíåíèÿìè è ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 2.10.

Òàê êàê â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ hc-äè��åðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íûì îòîáðàæåíèåì ñ ìàòðèöåé, ñòðóêòóðà êîòîðîé îïèñàíà â òåîðåìå 2.6,

òî èç ýòîé ñòðóêòóðû è èç (1) ñëåäóåò, ÷òî äè��åðåíöèàëû, ïîñòðîåí-

íûå â õîäå äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû, ñîñòàâëÿþò ñòðóêòóðó hc-

äè��åðåíöèàëà êîìïîçèöèè ψϕ. Òî åñòü, ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå, ìàò-

ðèöà êîòîðîãî ðàâíà (13), ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì ãîìîìîð�èçìîì, êî-

òîðûé çàäàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðåä-

ïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå åùå îäíîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ψϕ(y) îòîáðàæå-
íèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïî íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì y îòíîñè-

òåëüíî x, èìåþùåãî àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó. Òîãäà èç òåîðåìû 2.6 è èç (1)

ïîêîîðäèíàòíî ïîëó÷èì åäèíñòâåííîñòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà î ïëîùàäè êîìïîçèöèè ââåäåì ïîíÿòèå

ñóáðèìàíîâîé ìåðû.

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 3, C. 128-148

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 3, P. 128-148



144 Ïëîùàäü îáðàçîâ ëèïøèöåâûõ êîìïîçèöèé

Îïðåäåëåíèå 2.14. Çíà÷åíèå ñóáðèìàíîâîé ìåðû äëÿ A ⊂ G ðàâíî

Hν(A) = ωdimV1
ωdimV2

· lim
δ→0

inf
{∑

i∈N

rνi :
⋃

i∈N

Box2(xi, ri) ⊃ A, xi ∈ A, ri < δ
}
,

ãäå ωm îáîçíà÷àåò îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â Rm
, à òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâà A.

Íåñìîòðÿ íà íåñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå (â îïðåäåëåíèå Hν(A) äîáàâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèå xi ∈ A, i ∈ N), �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Hν

ÿâëÿåòñÿ ìåðîé. Â

÷àñòíîñòè, îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè íà ñèãìà-àëãåáðå

áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ [12℄.

Èç óñòàíîâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ è [18℄ âûâîäèì �îðìóëó ïëîùàäè äëÿ

ëèïøèöåâûõ êîìïîçèöèé.

Òåîðåìà 2.15. Â óñëîâèÿõ òåîðåì 2.10 è 2.13 ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

ïëîùàäè äëÿ êîìïîçèöèé

∫

A

J (ψϕ, x) dH
ν(x) = Hν

(
ψϕ(A)

)
,

ãäå A ⊂ G � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, ÿêîáèàí J (ψϕ, x) ñîâïàäàåò ñî çíà÷å-
íèåì

√
det

(
(DϕHx )

∗(x)DϕHx (x) + (DψHx )
∗(x)DψHx (x)

)
×

×
√(

(Dϕ̃Tx )
∗(x)Dϕ̃Tx (x) + (Dψ̂Tx )

∗(x)Dψ̂Tx (x)
)
,

à Hν
äëÿ D ⊂ ϕΓ(G) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ωdimV1
ωdimV2

lim
δ→0

inf
{∑

i∈N

rνi :
⋃

i∈N

Box2(wi, ri) ⊃ D, wi ∈ D, ri < δ
}
,

è ÿâëÿåòñÿ ìåðîé.

Çàìå÷àíèå 2.16. Åñëè ϕ � ãîðèçîíòàëüíûé ãîìîìîð�èçì, òî ñóáðè-

ìàíîâ äè��åðåíöèàë èìååò âèä




ϕHx (x) 0
DψHx (x) 0

0 ϕTx (x)
0 DψTx (x)


 ,

à ÿêîáèàí J (ψϕ, x) ðàâåí

√
det

(
(ϕHx )

∗(x)ϕHx (x) + (DψHx )
∗(x)DψHx (x)

)
×

×
√(

(ϕTx )
∗(x)ϕTx (x) + (DψTx )

∗(x)DψTx (x)
)
.
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